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El copo de nieve de Koch Tarea de tipo |,

NM

Descripcién

En 1904 Helge von Koch identificd un fractal que parecia responder al modelo de un
copo de nieve. El fractal se construye con un tridngulo equildtero; sobre el tercio
medio de cada lado se construye ofro tridngulo equildtero, v se repite el proceso
indefinidamente. A continuacién se muestra claramente el proceso con el tridngulo
original enla fase 0 v las figuras resultan tras una, dos v tres iteraciones.

Fasel Fase 1 Fasze 2 Fase 3
Método

Sea N,= nUmero de lados, I,,= longitud de un lado, E, =longitud del perimetro v 4, =

drea del copo de nieve, en la fase n -ésima.

Tomando la longitud inicial del lado igual a 1, elabore una tabla que muestre los
valores de N,,, I,, B, v 4, para n=0, 1, 2 v 3. Utilice valores exactos para los

cdlculos. Explique la relacion entre los términos sucesivos de la tabla para cada
cantidad Ny, Iy, By A,

Mediante una calculadora de pantalla grafica o un paquete de progr amas
adecuado, cree las graficas de los cuatro conjuntos de valores determinados
segun el valor de n. Imprima cada grafica por separado.

Para cada una de las grdaficas anteriores, elabore un enunciado en funcién de =

que generalice el comportamiento que muestra la grafica. Explique cémo ha
llegado a estas generalizaciones. Verifique si las generalizaciones realizadas son
coherentes con los conjuntos de valores obtenidos en la tabla.

Investigue lo que sucede para n = 4. Utilice las conjeturas elaboradas en el paso 3
para obtener los valores de Ny, I, B,y 4,. Dibuje ahora un diagrama grande de un

“lado” (es decir, un lado que ha sido transformado del triangulo original) del fractal
en la fase 4 v verifique claramente sus predicciones.

Calcule los valores de Ng, I, F; v 4z. No es necesario que verifique estos resultados.
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6. Escriba los valores sucesivos de 4, en funcién de 4;. 3Qué modelo surge?

7. Explique qué le sucede al perimetro v al drea cuando n se hace muy grande.
3Qué conclusidon se puede extraer acerca del drea cuando n —=2 Comente los
resultados obtenidos.

Tarea tipo |
El copo de nieve de Koch

En 1904 Helge von Koch identificd un fractal que parecia responder al modelo
de un copo de nieve. El fractal se construye con un tridngulo equildtero; sobre
el tercio medio de cada lado se construve otro tridingulo equildtero, v se repite
el proceso indefinidamente. A continuacién se muestra claramente el proceso
con el trigngulo original en la fase 0 v las figuras resultan tras una, dos v tres

iteraciones.
"i
G
Fase [ Fase 1 Faze 2 Fase 3

Sea N,= nUmero de lados, I,= longitud de un lado, B, =longitud del
perimetro v 4, = drea del copo de nieve, en la fase n-ésima. Tomando la

longitud inicial del lado igual a 1, se elaborard una tabla que muestre los
valores de N,,,, I,,, B, v 4, paran=0,1,2v 3.

A fravés del andlisis de las iteraciones de cada fase, se partid a la
obtencidon de los datos con el fin de tabularlos para un mejor andlisis, empero
primero se debe conocer el concepto de fractal para poder comprender las
imdgenes v poder obtener resultados.

Se realizo el andlisis v la obtencidon de datos por medio de la obtencidén
v desarrollo de formulas, al crear diferentes modelos, en el caso de N, se creo

el modelo N= n*4 , esto es porque cada iteracién el numero de lados se ve
cuadriplicado respectivamente, es por ello que a través de diferentes modelos
se llego a resultados. La siguiente fabla muestra un resumen de los resulfados
de el nUmero de lados, la longitud del lado, el perimetro v drea del copo de
nieve paran=0,1,2v 3.
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Tabla 1. Valores para el niUmero de lados, longitud de un lado, perimetro y drea paran=0, 1,2y

3
NuUmero de fase 0 1 2 3
N, 3 12 48 192
I, 1 L] = 1
3 9 27
P, 3 4 16 64
. 3 9
An 43 1143 119+/3 121143
4 60 540 4860

En el caso de la obtencidn del nimero de lados o N, es menester

mencionar que se empezd con el andlisis de la iteracién 0 que nos muestra un
triangulo equildtero, el cual se compone por 3 lados con valor de 1 en su
longitud.

Se observa cada iteracién que el nUmero de lados se ve cuadriplicado
en cada fase; esto es porque con cada iteracién se remplaza la tercera parte
del tridingulo con ofro tridngulo en la misma posicidon en la cual fue eli minado.
Gracias a esto, podemos dafirmar que con cada iteraciéon el N, se ve
afectado en un cuddruplo. Esto se ejemplifica de la siguiente manera:
tenemos que en la primera iteracién, en la fase cero se empieza por un
friangulo, por lo tanto consta de 3 lados, esto se expresa de la siguiente
manera. Para resolver la 2da iteracién, tenemos que partir tomando la primera
iteracién, por lo tanto obtenemos lo siguiente:

Ny=3+4=12 v asisucede con las otfras fases:
N;=12+4 =48

Ny=48+4 =192

N,=192 x4 = 768

En cuanto a I, (Longitud de cada lado), se nos afirma que el valor de
cada lado en la fase 0 es de 1. Al analizar los copos vemos que con cada
. ., . . . 1
iteracién, se disminuye la longitud de cada lado en 3 Por lo tanto , cada

iteracion es reflejo de una repeticion en disminucién de cada lado es por
consecuente que obtenemos lo siguiente:
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. _1(1)_ 1
37 gl\3/ " 27

Con esto se observa la afirmacién anterior de la disminucidn de la
longitud de cada lado respectivamente al avance d e cada iteracién por un
1
valor de =

En cuestién del perimetro, se maneja una légica semejante, ya que el
perimetro es la suma de la longitud de todos los lados, por lo tanto serd
directamente proporcional al cambio en cada iteracién, pero p ara la
obtencion del perimetro fue necesario obtener el siguiente modelo, se observa
un incremento de g por cada iteracion :

-P1=12*§=4

_qufll-S*E:E
< £l 3

Pi=192+ —=2
27 3

Para la obtencidn de4,, fue necesario la creacidn de un modelo, a

partir del cual se pudiera encontrar el drea de cualquier iteracién, para esto
se utilizo la férmula del drea del friangulo  equildtero v se sustituyo con el
teorema de Pitdgoras, por el cual se llego a la afirmacién que con cada
iteracion el drea aumentaba en un E, y de este resultado se partié para la

creacién del siguiente modelo, que sirve para sacar el drea de la n-ésima
iteracién:

3141743
1{1“ ] }T

Por ejemplo en el caso de 4; se desarrollo de la siguiente manera:
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11)4/3
A= {E}T
1143
17 760
\/

A continuacion se muestran la grdfica de N,= nUmero de lados, para n=0, 1, 2

v 3.
Grafica 1. Numero de Ilados de las fases n= 0O, 1, 2 v 3.

Numero de lados

250

200

150 -+

=—¢—Numero de lados

100

50 +

A través del desarrollo de la necesidad de obtener el num ero de lados
de la n-ésima iteracion, surgidé la necesidad de crear un modelo el cual
cumpliera con las expectativas de ofrecernos el numero de Lados, en
cualquier fase es a partir del andlisis de los resultados que se llego al siguiente
modelo, el cual se obtuvo al encontrar la relacién de que con cada iteracién,

el numero de lados aumentaba 4 veces su valor:
Ny=3-4"

Mediante el cual se obtuvieron los siguientes resultados al susfituir n con
los valores 0,1,2 v 3 respectivamente al nimero de fase deseada.

Np=3-42=3.1=3
Ny=3-41=3.4=12
N,=3-42=3.16=48
Ny=3-43=3.48=192
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Al comparar estos resultados con los de la Tabla 1 (Valores para el nUmero de
lados, longitud de un lado, perimetro v drea para n=0, 1, 2 v 3"), vemos que
son los mismos valores.

NUmero de 0 1 2 3
fase

N, 8 12 48 192

A continuacion se muestran la grdfica I,= longitud de un lado, para n=0, 1,2 v
3.

Grafica 2. Longitud de los lados en las fasesn=0, 1,2 v 3.

Longitud
1,2
0,8
0,6
== ongitud

0,4

0,2

Con el andlisis de cada fase pudimos llegar a la conclusion de que
. . s . . 1 .
cada iteracion, la longitud de cada lado se vea reducida en 3@ partir de esto

. . 1
se s multiplico el valor de la fase anterior por 5 Para obtener el valor de la

longitud de lado de la siguiente fase, gracias a la implementacion de este
sistema v a la necesidad de crear un modelo matemdtico que nos
proporcione la longitud de cada lado, surgié el siguiente modelo, que cémo
antes mencione se toma la variacién de i v se eleva a la n-ésima que serd

sustituida por el numero de fase:

w=()
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Con la implementacion de este modelo se obtuvieron los siguientes resultados:

(=]

1
k=(3) =1
nto1
b=(3) =3
1?1
L=(3) =3
17 1
5=(3) =%
3 27
Lo que concuerda con los datos de la Tabla 1.
NUmero de 0 1 2 3

fase

I 1 1 1
3 9

A continuacion se muestran la gréfica de B, =longitud del perimetro, para n=0,

1 , 2 % 3.
Grafica 3. Muestra el perimetro de las fases n= 0, 1, 2 v 3.
Perimetro

6 .

5 —

a4

3

=g Perimetro

2

1

0 T

0 0,5 1 1,5 2 2,5

Para la obtencién del perimetro se cred un sistema el cual consta en
multiplicar N, -I,; empero como en los casos anteriores fue necesario la

creacién de un modelo matemdtico para la obtencién del perimetro en

cualquiera iteracion, con el primer sistema surgié que con cada iteracién el
. 4 . ... ,

perimetro aumentaba 7V conociendo que la fase inicial tenia 3 lados fue

como a partir de un desarrollo surgid el siguiente modelo matemdtico :
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Con la aplicacion de este modelo obtuvimos los siguientes resultados:

(=]

4
Po= (5) =3
ato12
P=3(3) =5 =1
$H* 48 16
p=3(3) =5 =3
#3192 64
P=3(3) =5 =%

Que al comparar los resultados con la tabla inicial obtuvimos los mismos

valores . por lo tanto el modelo es vdlido.
NUmero de 0 1 2 3
fase
P 3 4 16 od
3 g

A continuacion se muestran la grdfica de 4, = drea del copo de nieve, para

n=0, 1 , 2 v 3.
Grafica 4, Area de las fases n= 0, 1, 2 v
3.
Areas
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Fue necesario la creacion de un modelo matemadtico que a partir de
este pudiéramos encontrar el drea de cualquier iteracién e n cualquier fase
para ello se tomo, la formula fundamental del drea del triangulo equildtero v a
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través de un despeje matemdtico, se cred un modelo en la sustitucién del
teorema de Pitdgoras v la formula del Area del triangulo.

Para la obtencidn del mismo se siguid el siguiente  proceso:

An—1+LN.12 M@—A 1+1(4)H— 1 3[4}?? it
n 3imin T = AR 3\eg) ~ 5lal |4

Mediante este modelo se obtuvieron los valores de las dreas de cada
fase que se representan a continuacion:

ol

9l 4~ 540

i
%]

121143
4360

V3
4

0| s

e 3[4—]“ V3 3203743
* slal |4~ 131220

v Para encontrar los valores de N, I, B,v A, para n=4 se utilizaron los

modelos matemdticos respectivamente para la obtencién de los siguientes
resultados :

N.=3-4*=3.256 =768
e o1
L=(3) =g
Nt 256
P4=3(§) =27

s 3[4]“ V3 3203743
* slal | 4 ~ 131220
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Diagrama 1. (Unlado de la Fase 4)

L

T
27
S 4 DY 4 x
Tabla 2. Fase 4
Fase 4 4
Ny 768
I, 1
g1
P, 256
27
Ay 3203743
131220

Para encontrar los valores de N, I, B, v A, para n=4 se utilizaron los

modelos matemdticos respectivamente para la obtencidon de los siguientes
resultados :

N;=3-45=3.2096 = 12,288
=(3) =5
87 \3) " 729

& 4096
sy -

3/ T 243
31415143 9739143
Aﬁ:{i_ﬁh}}1ﬂ=3%5m
Tabla 3. Fase 6
Fase 6 6
Ng 12,288
I, 1
729
P. 4096
243
Ag 9739143
393660

A fravés del modelo del Area propuesto con anterioridad se buscara las
sucesiones a partir de Ag:
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47° W3

3
Ag=11—=|=| 4, === 0.43
o 5 0T 4

41} 1143
—| tdg=——A4;)= 013
5 0= "6 (4g)

A,=11 3[4 A —119*"@(..1)—015
T 5lol |7°7 540 T T

3 121143
g =——
4860

IR

(4,) =018

a ks 3r41* B _3203?{5(1”_{]18
T slol J7° 7 131220 % 7

Con el desarrollo del presente trabajo he podido concluir que las
iteraciones cuentan con un drea finita, sin embargo un perimetro infinito, el
drea serd proporcional, pero de acuerdo a los copos de Koch los fractales son
repeticiones infinitas, por lo tanto resulta que cuando el drea tiende a ser
infinita v se reflejora  en el siguiente modelo matemdtico:

—_

3 2
Am=gd =5y



